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CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

o¼u X (k) = fxkg est réel.

Dé�nition 1.1.3 Un point �xe X� est une point de l�éspace d�état véri�ant
X� = T (X�) :

Cycle d�ordre k
C�est la genéralisation d�un point �xe l�orsqu�on considère la récurence

obtenue aprés k applications de T noté T (k):
Les k pointes X�

i ; i = 1; 2; :::; k avec k > 1; appartenant à un cycle d�ordre
k véri�ant les deux relations :

X�
i = T (k) (X�

i )

X�
i 6= T (s) (X�

i ) si 0 < s < k

avec
T (k) = T � T � ::: � T| {z }

k fois

En dimension N = 1; le multiplicateur d�un point �xe X�est � = T 0 (X�)
avec T 0 = dT

dx
et le multiplicateur d�un cycle d�ordre k (X�

1 ; X
�
2 ; :::; X

�
k) est

� =

kY
i =1

T 0 (X�) :

Un point �xe ou un cycle est dit :
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Fig. 1.1 �La trajectoire pour la récurrence de(1.2)pour x0=0.15.
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attractif(ou stable) si j�j < 1:
répulsif(ou instable) si j�j > 1:

Exemple1.1.2 (La fonction logistique).
On considère l�équation dé�nie par la relation suivante

x(n+ 1) = �x(n)(1� x(n)); � 2 ]0; 1[

On a f(x) = �x(1 � x) et f 0(x) = �(1 � 2x): Cette équation a deux points
�xes � = 0: Il est attractif si 0 < � < 1; et � = ��1

�
: Il est attractif si

1 < � < 3: Si � > 3; ces deux points �xes sont répulsifs.

Remarque 1.1.1 En dimension N > 1; pour disciter si un point �xe (ou un
cycle) est attractif ou non, il faut calculer les valeurs propres de la matrice
jacobienne DT (x) = J (x) :
� Si toutes les valeurs propres sont à l�interieur du disque unité, le point

�xe (ou le cycle) est stable.
� Si une de ces valeurs propres a un module plus grand que un, le point

�xe (ou le cycle) est instable.

X 0 (t) = G (X (t) ; t) (1.3)

o¼u G de classe C1 : Rn � R!Rn dé�nit la dynamique du système continu.

Dé�nition 1.1.5 Une solution de l�équation (1:3) est une application déri-
vable dé�nie sur un intervalle ouvert non vide I � R; x : I ! Rn; t 7�! x (t)
et véri�ant, pour tout t 2 I;

(t; x (t)) 2 I � Rn

et
x (t) = G (t; x (t))

- A chaque couple (X (0) ; t0), nous pouvons associer une solution unique
du système dé�ni a l�aide de l�équation (1:3).
- Lorsque G dépend explicitement du temps (1:3) est dit non autonome,

dans le cas contraire on dit que (1:3) est autonome.
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1.1.2 Système dynamique continu

Dé…nition 1.1.4 Un système dynamique continu est décrit par un système
d’équations di¤érentielles :
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Dé�nition 1.1.6 Soit x0 une condition initiale et X (t; x0) la solution de
(1:3) ; l �ensemple des points f8t 2 R; (t; x0)g est la trajectoire dans l�espace
d�etat passant au x0 à l�instant initial.

Dé�nition 1.1.7 On appelle orbite du système (1:3) l�ensemble fX (t) : t 2 Rg.

Exemple1.1.3 Considérons le système introduit par Lorenz. Le système de
Lorenz est dé�ni par les équations suivantes :8<:

du
dt
= � (v � u)

dv
dt
= �uw + �u� v
dw
dt
= uv � �w

(1.4)

o¼u u; v et w sont les variables d�etat du système, �; � et � sont des paramètres
réels.
Les paramètres et les conditions initiales de l�equation (1:4) ont été choi-

sis de la manière suivante: � = 10; � = 28; � = 2:5 avec (u0; v0; w0) =
(1:5; 4:8; 19:5) : Cette système est autonome car l�équation (1:4) n�a pas de
dépendance explicite par rapport au temps t.

Dé�nition 1.1.8 Un point �xe (ou critique, ou singulier, ou stationaire) de
l�équation

:
x = F (x) est un point X�de l�éspace de phase véri�ant F (X�) = 0:
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Fig. 1.2 �Illustration d�une trajectoire particulière du système de Lorenz
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1.2 Chaos

La théorie du chaos traite des systèmes dynamiques déterministes qui
présentent un phénomène fondamantal d�instabilité appelé "sensibilité aux
conditions initiales ", ce qui les rend non prédictibles en pratique sur le "long"
terme. Le Chaos est dé�ni généralement comme un comportement semblant
alétoire (ou imprévisible) d�un système dynamique dé�ni par des équations
déterministes.

1.2.1 Dé�nitions du chaos

Il n�ya aucune dé�nition standard du chaos néanmoins, les dispositifs du
chaos incluent :
-La non-linéarité. Si le système est linéare, il ne peut pas ·etre chaotique.
-La déterminisme. Un système chaotique a des règles fandamentales

déterministes(plûtot que probabilistes).
-La sensibilité aux conditions. De trés changements sur l�état initial

peuvent mener à un comportement radicalement di¤érent dans son état �nal.
-L�imprévisible. En raison de la sensibilité aux conditions initiales, qui

peuvent ètre connues seulement à un degré �ni de précision.
-L�irrégularité. Ordre caché comprenant un nombre in�ni de modèles

périodiques instables.

Dé�nition 1.2.1 Soit un ensemble V . L�application f : V �! V est dite
chaotique sur V si :
1: f possède une sensibilité aux conditions initiales.
2. f est topologiquement transitive.
3. Les points périodiques sont denses dans V .

Dé�nition 1.2.2 (Devaney, 1989 ):
L�application f : J �! J possède une sensibilité aux conditions initiales

s�il existe � > 0 telque, pour un certain x 2 J et un cetain voisinage V � J
de x; il existe y2 V tel que kf n (x)� f n (y)k > �:

Dé�nition 1.2.3 f : V �! V est dite topologiquement transitive si pour
n�importe quelles paires d�ensembles ouverts U; J � V il existe un nombre
entier k> tel que :

Dé�nition 1.2.4 Un sous-ensemble U de V est dense dans V si U = V:

5

0 f k (U) \ J 6= ; :
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S est sensible aux conditions initiales.
En fait, nous allons montrer que quels que soient " > 0 et x 2 [0; 1] ; on

peut trouver y tel que jx� yj � " et
��S k (x)� S k (y)

�� = 1
2
pour un certain k.

Soit " > 0 et choisissonsN tel que 1
2 N

� ":

x = 0:a1a2a3a4:::aN �1a Na N +1::: 2 [0; 1] :

Prenons
y = 0:a1a2a3a4:::aN �1b Na N+1:::

où

b N =

�
1; si a N = 0

0, si a N = 1:

On obtient
SN �1 (x) = 0:a NaN +1:::

et
SN �1 (y) = 0:b NaN +1aN +2:::

D�ou ��SN �1 (x)� SN �1 (y)
�� = 1

2
:

S est transitive.
Soient U et J deux intervalles dans [0; 1] ; il faut montrer qu�il existe k

tel que Sk (U) \ J 6= :
Soit N tel que 1

2 N �1 � longueur (U) et soit xm = 0:a 1a2 :::a N ::: le point
milieu de U .

Soit y = 0:b1b2:::bk ::: un point quelconque de J . Pre-

x0 = 0:a 1a2 :::a N b 1b2 b 3:::

On a alors
jx0 � xmj �

1

2 N

et donc
x0 2 U:

D�autre part, on a:
SN �1 (x0) = 0:b1b2::: = y:

En particiculier,
SN �1 (U) \ J 6= :
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Soit

Prenons

;

;
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Les points périodiques de S sont denses dans [0; 1] :
Soit x 2 [0; 1] arbitraire et soit " > 0. Il faut montrer qu�on peut trouver

un point p 2 [0; 1] périodique tel que jx� pj � " . Soit N tel que 1
2 N

� ":
Supposons que

x = 0:a1a2:::a Na N +1:::

Prenons
p = 0:a 1a 2:::a Na 1a 2:::a Na 1a 2:::a N :::

On a alors
jx� pj � 1

2 N

et d�autre part, p est périodique, car SN (p) = 0:a 1a 2:::a Na 1::: = p:
D�aprés ce qui précède S est chaotique.

1.2.2 Théorie élémentaire des bifurcations

Supposons que le système dynamique (1:1) dépende d�un paramètre �.
On peut considérer les points �xes � comme des fonctions de �. On peut
alors trouver, en fonction de �, les points �xes qui sont répulsifs.
Une telle démarche revient à construire un diagramme de bifurcation.

Exemple1.2.2 Considérons le système dynamique dé�ni par l�équation sui-
vante

x (n+ 1) = 1:8x (n)� 0:8x2 (n)� �: (1.5)

Pour le système, les points �xes véri�ent l�équation

� = 1:8�� 0:8�2 � � (1.6)

Les solutions sont:

� =
1�

p
1� 5�
2

� Si 1 � 5� < 0; soit � > 0:2, alors lim
k!1

x (k) = �1:
d�équilibre.
� Si 1 � 5� > 0; soit � < 0:2, il existe deux points déquilibre donnés par

(4:1) : �1 et �2: En fait en étudiant f (x) ; on voit que pour �1:05 < � < 0:2 :
�1 =

1+
p
1�5�
2

est un point stable, �2 = 1�
p
1�5�
2

est un point instable.
� Si � = 0:2, la valeur d�équilibre � = 0:5 est semi-stable par valeur

supérieures. On peut résumer ces remarques par le diagramme suivant:

8

Il n�y a pas de val-
eur
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9

Si on note N� le nombre de points d�équilibre du système dynamique
(1:1), par exemple pour le modèle (1:5) ona :

N� =

8<:
2 si � < 0:2
1 si � = 0:2
0 si � > 0:2

Si N� n�est pas constant sant � dépasse �0. Supposons qu�au point de bifur-
cation �0 :
� Les points �xes forment une parabole ouverte sur la gauche ou sur la

droite. Une telle bifurcation s�appelle selle ("saddle").

Fig. 1.4 �Diagramme de bifurication pour x(n+1)=1.8x(n)-0.8x2(n)-�

Fig. 1.5 �Diagramme de bifurication saddle

�
�



CHAPITRE 2. LES ATTRACTEURS ET LES EXPOSANTS DE
LYAPUNOV

Dé�nition 2.1.2 Le bassin d�attraction (ou simplement le bassin) d�un en-
semble attractif A est l�ensemble ouvert de tous les points 2 Rn tels que :

F (k) (x)
k!+1! A

2.1.3 Attracteurs

Dé�nition 2.1.3 Un ensemble attractif est appelé attracteur lorsq�il est to-
pologiquement transitif.

Dé�nition 2.1.4 Un ensembe A est un attracteur:
-Pour tout voisinage U de A, il existe un voisinage V de A tel que toute

solution x (x0; t) = 't (x0) restera dans U si x0 2 V:
- \'t (V ) = A; t � 0:
- Il existe un orbite dense dans A:
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a=1.4 et b = 0.3. L�attracteur est représenté en jaune.
2.1 �Bassin d�attraction (en bleu) de l�attracteur de Hénon pourFig.

x
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LYAPUNOV

Il y a deux type d�attracteurs :
1-Attracteurs réguliers : Ils caractérisent l�évolution des systèmes non

chaotiques.

13

Fig. 2.2 �Attracteur de Hénon, avec a = 1.4 et b = 0.3.

Fig. 2.3 � les di¤érents types des attracteurs réguliers
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2.Attracteurs étrange (chaotiques) : Les attracteurs étranges sont
des formes géométriques complexes qui caractérisent l�évolution des systèmes
chaotiques. L�attracteur étrange se caractérise par :
1. La sensibilité aux conditions initiales ( deux trajectoires de l�attracteur

initialement voisines �nissent toujours par s�éloigner l�une de l�autre, ceci
traduit un comportement chaotique).
2. La dimension d de l�attracteur est fractale ( non entières) avec
2 < d < n ( ce qui justi�e l�adjectif étrange).
3. L�attracteur est de volume nulle dans l�espace des phases.

2.2 Les exposants de Lyapunov

Alexandre Lyapunov a développé une quantité permettant de mesurer
la divergence des trajectoires qui sont voisines au départ, cette quantité est
appelée " exposant de Lyapunov " qui est souvent utilisé pour déterminer si
un système est chaotique ou non.

14

Fig. 2.4 �Quelques exemples d�attracteurs étranges



CHAPITRE 2. LES ATTRACTEURS ET LES EXPOSANTS DE
LYAPUNOV

2.2.1 Cas d�une application discrète unidimentionnelle.

Soit une application discrète f de R dans R qui applique xn sur xn +1:
Choisissons deux conditions initiales trés proches, soit x0 et x0+" et regardons
comment se comportent les trajectoires qui en sont issues. Supposons qu�elles
s�écartent en moyenne à un rythme exponentielle. On pourra trouver un réel
� tel que aprés n itérations on a :

jf n (x0 + ")� f n (x0)j �= "en� d0ou n� �= ln
jf n (x0 + ")� f n (x0)j

"

et pour " �! 0 on a :

n� �= ln
jf n (x 0 + ")� f n (x 0)j

"
=
1

n
ln

����dfn (x 0)dx 0

����
�=

1

n
ln

���� df n (x 0)

df n �1 (x 0)
:
df n�1 (x 0)

df n �2 (x 0)
:::
df 1 (x 0)

dx 0

����
�=

1

n
ln

����df (xn �1)dxn �1
:
df (xn �2)

dxn �2
:::
df (x 0)

dx 0

���� �= 1

n

n �1X
i = 0

ln

����df (xi)dx i

����
�nalement pour n �! +1 on a :

� = lim
n�!+1

1

n

n �1X
i = 0

ln jf 0 (xi)j (2.1)

avec la notation f 0 (xi) =
df (x i)
dx i

; � est appelé exposant de Lyapunov il
indique le taux moyen de divergence.
- Si � > 0 alors il y a une sensibilité aux conditions initiales.
- Si � < 0 les trajectoires se rapprochent et on perd l�information sur les

conditions initiales.
Appliquant la formule précédente pour xi = x� tel que x� est le point

d0équilibre, il faut que � = ln jf 0 (x�)j :

Exemple2.2.1 (L�application logistique)

f (xi) = 4xi (1� xi) ; xi 2 [0; 1]

15
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En apliquant la formule (2:1) pour caluler l�exposant de Lyapunov de f:

� = lim
n�!+1

1

n

nX
i = 0

ln jf 0 (xi)j

= lim
n�!+1

1

n

nX
i = 0

ln j4 (1� 2xi)j

Soit � = ln 2 > 0 d�ou le comportement est chaotique.

2.2.2 Cas d�une application discrète multidimension-
nelle

Soit f une application discrète de Rm dans Rm :
xn +1 = f ( xn )

Un système m-dimensionenel possède m exposants de Lyapunov, chacun
d�entre eux mesure le taux de divergence suivant un des axes du système,
de sorte qu�en moyenne un hyper-volume initial V0 évolue selon une loi de
type :

V = V0e
(�1+�2+:::+�m)n

Pour avoir du chaos, il est nécéssaire qu�au moins un �i soit positif, pour avoir
étirement selon au moins un axe. Mais il faut aussi que la somme des �i soit
négative. Puisque, dans le cas contraire, le volume initial �nirait par remplir
tout l�espace dans lequel il est immergé et on n�aurait plus un attracteur
de faible dimension, ce qui signi�e qu�on n�aura pas du chaos détèrministe.
Tout d�abord nous devons calculer les �i. Dans ce but , nous �xons une
hyper sphère dans notre espace m-dimensionenel de rayon " (petit)de condi-
tions initiales,et examinons son évolution. Comme précédemment, nous nous
intéressons à :

f n (x0 + ")� f n (x0)

Posons x;0 = x0+", on a le développement en série limité d�ordre 1 de f
n (x0)

au voisinage de x;0 suivant :

xn � x;n t
dfn (x 0)

dx 0

(x0 � x;0)

t J (x0) J (x1) :::J (xn) (x0 � x;0)

t
nY
i =1

J (xi) (x0 � x;0)

16
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On note
nY
i =1

J (xi) par Jn (x0) ;ainsi

xn � x;n t Jn (x0) (x0 � x
;
0)

Jn (x0) dénote la matrice jacobienne de f n au point x0: Il s�agit d�une matrice
carrée m�m, si elle est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible
Pn telle que Dtm = P�1n JnPn , Dtm est une matrice diagonale des valeurs
propres ui (f n (x0)) ; i = 1; :::;m de Jn :
On dé�nit alors les m exposants de Lyapunov de la manière suivante :

�i = lim
n�!+1

1

n
ln jui (f n (x0))j ; i = 1; 2; :::;m (2.2)

Pour le point d�équilibre x� la formule (2:2) devient

�i = ln jui (x�)j ; i = 1; 2; :::;m (2.3)

2.2.3 Cas d�une application continue multidimension-
nelle

Pour un système di¤érentiel de dimension n dé�ni par f tel que :

x0 = f (x (t)) tel que : t 2 R; x (t) 2 Rn

L�exposant de Lyapunov dans la direction i est donné par :

�i = lim
t�!+1

1

t
ln
kxi (t)� x;i (t)k
kxi ( )� x;i ( )k

(2.4)

Exemple2.2.2 Le système de Lorenz8<:
x0 = 10 (y � x)
y0 = 28x� y � xz
z0 = xy � 8

3
z

(2.5)

Les exposants de Lyapunov du système (2:5) pour une condition initiale x0
choisie sont :

�1 ' 2:16; �2 ' 0:00; �3 ' �32:40

17
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Di¤érents algorithmes ont été développés pour calculer les exposants de
Lyapunov, l�un des algoritmes utilisé pour le calcul est celui appelé algorithme
de Wolf. Cet algorithme permet de calculer les exposants de Lyapunov à
partir du calcul e¤ectif de la dévergence de deux trajectoires aprés t pas de
temps par rapport à la perturbation introduite parallèlement, et ce au sein
d�un attracteur, les étapes de l�algorithme sont :
1. Changement du paramètre de contrôle,
2. Choix aléatoire d�une condition initiale,
3. Création d�une nouvelle trajectoire à partir courante à laquelle on

ajoute une perturbation,
4. Evolution dans l�attracteur de ces deux trajectoires voisines et calcul

de la moyenne de la divergence renormalisée entre ces deux trajectoires,
5. Réajustement de l�écart, permettant ainsi à chaque pas de temps de

l�évolution du point précédent le calcul d�une moyenne de la divergence,
6. Retour au point (5) e¤ectué selon un nombre donné,
7. Retour au point (1),
8. Dessin de l�exposant de Lyapunov le plus grand en fonction du para-

mètre de contrôle donné.

Eexemple2.2.3Exposants de Lyapunov du système de Lorenz par l�algo-
rithme deWolf 8<:

x0 = � (y � x)
y0 = x (r � z)� y
z0 = xy � bz

pour � = 16:0; r = 45:92; b = 4:0 on a �1 = 2:11; �2 = 0:00; �3 = �32:40
avec �t = 0:01; le nombre de pas 20000.

2.2.4 Caractérisation d�un attracteur par le signe des
exposants de Lyapunov

Un exposant de Lyapunov positif indique que selon la direction qu�il re-
présente la divergence entre deux trajectoires voisines augmente exponen-
tiellement avec le temps. Il s�agit donc bien là d�une caractérisation d�un
attracteur étrange. Les di¤érents types d�attracteurs d�un système de dimen-
sion n en fonction des signes des exposants de Lyapunov sont représentés
dans le tableau ci-dessous.
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Type d�attracteur Signe des exposants de Lyapunov
Point �xe 0 > �1 � �2::: � �n
Cycle �1 = 0; 0 > �1 � �2::: � �n
Tore �1 = �2 = 0; 0 > �3 � �4::: � �n

Attracteur étrange �1 > 0;
P
�i < 0

Table (1) . Caractérisation des attracteurs par le signe des exposants de
Lyapunov.

2.2.5 Utilisation au calcul de dimension de l�attracteur

Le terme de dimension est souvent implicitement associé à celui de co-
ordonnée, c�est à dire de variable nécessaire pour décrire la position d�un
élément d�un ensemble. La dimension par dé�nition est un nombre entier.
-le point est une attracteur de dimension 0.
-la dimension d�une courbe fermé ou une ligne est 1.
Il ya un lien, entre les exposants de Lyapunov et la dimension de l�attrac-

teur, si tous les exposants sont positifs la sphère de conditions initiales va
remplir tout l�espace, mais s�il sont tous négatifs la sphère va se contracter
en un point.
(a) Dimension de Mori.
Soient m0 le nombre des exposants de Lyapunov qui sont nuls, m+ le

nombre d�exposants positifs, �+ la moyenne des exposants positifs et ��
celle des exposants négatifs: La dimension de mori est donnée par la relation
suivante :

D = m0 +m+

 
1 +

�+������
!

(b) Dimension de Kaplan et Yorke.
Soit j0 un entier positif tel que :

j0X
i =1

�i � 0 et
j0+1X
i =1

�i < 0

La dimension de Kaplan et Yorke est donnée par la relation suivante :

DKY = j0 +

j0P
i=1

�i

j�j0 +1 j
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Il existe aussi d�autres dimensions fractales comme la dimension de Lyapunov,
la dimension de Hausdor¤, la dimension de corrélation. Tous ces dimensions
sont trés proches les unes des autres et satisferont les propriétés suivantes :
1- Si A � B alors d (A) < d (B) :
2- Si A = ; alors d (A) = 0:
3- d (A�B) = d (A)� d (B) :
4- Si f est une application di¤érentiable sur A alors d (A) = d (f (A)) :

20
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Proposition 3.1.1 Soit A 2Mn (R) une matrice carrée quelconque et soit
kk une norme matricielle. Alors on a :

� (A) � kAk

Dé�nition 3.1.3 A 2Mn (R) est symetrique dé�nie positive ssi toutes les
valeurs propres de A sont strictement positives .

Proposition 3.1.2 A 2Mn (R) est symetrique si AT = A:

La norme spectrale de A 2Mn (R) dé�nie par

kAk =
p
� (ATA)

1- Si det
�
ATA

�
6= 0; alors ATA est une matrice dé�nie positive.

2- Pour toutesA,B 2Mn (R) symetriques.
A > B indique que A�B est une matrice dé�nie positive.
A � B indique que A�B est une matrice semi-dé�nie positive (dont sont

valeurs propres sont non négatifes).

Lemme 3.1.1 Supposons que les matrices carrées fAigi 2 N sont uniformé-
ment bornées , i.e., 9N > 0 ; kAik � N ,8i 2 N: Alors,8m 2 N, N2mI �
AT1A

T
2 :::A

T
mAm :::A2A1est semi-dé�nie positive, où I est la matrice identité

de Mn (R).

Preuve. Posons
B = Am :::A2A1

Donc
BTB = AT1A

T
2 :::A

T
mAm :::A2A1

est semi�dé�nie positive, et par utilisation de la dé�nition de la norme
spectrale on obtient que,

BTB

 =

r
�max

�
(BTB)T (BTB)

�
=

p
�max (BTBTTBTB) =

q
�max (BTB)

2

= �max
�
BTB

�
� kAmk2 kAm�1k2 ::: kA2k2 kA1k2

� N2N2:::N2

� N2m
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Alors
�
�
BTB

�
� N2m

Donc
�max

�
BTB

�
� N2m

Il devient que
N2mI �BTB � 0

Par conséquent La matrice symétrique

N2mI � AT1AT2 :::ATmAm :::A2A1

est semi dé�ni positive:

Remarque 3.1.1 Dans le lemme.3:1:1, même si les matrices carrées Ai ,
1 � i � n sont inversibles ; la matrice

N2mI � AT1AT2 :::ATmAm :::A2A1

Ne peut être dé�nie positive, mais seulement semi dé�nie positive en général.
-Pour toute " > 0, (N + ")2m I � AT1AT2 ::ATmAm :::A2A1 est toujours

dé�ni positive, peu importe si les matrices carrées Ai, 1 � i � n sont
inversibles ou non.
-L�hypothèse que les matrices carrées fAigi 2 N sont uniformément bornées

ne peut être remplacé par l�hypothèse que le rayon spectrale est uniformément
borné, i.e., 9N1 > 0 ; k� (Ai)k � N1 ,8i 2 N:
Sinon le résultat ne s�y tient pas si N est remplacé par N1:

Exemple3.1.1 Pour la matrice

A =

�
�1 �0:1
1 1

�
Le polynôme caractéristique de la matrice A est donnée par :

p (A) = (��� 1) (1� �)� 0:1� 1
= �2 � 1:1

Donc :
� (A) =

p
1:1;

23



CHAPITRE 3. ESTIMATION DES EXPOSANTS DE LYAPUNOV

D�autre part, d�après le lemme.3:1:2, et car �min

�
[f 0 (x)]T f 0 (x)

�
� �

o¼u � � N2

La matrice

N2mI � [f 0 (x0)]T [ f 0 (x1)]T ::: [f 0 (xm�1)]T f 0 (xm�1) :::f 0 (x1) f 0 (x0)

est semi dé�ni positive. Alors la plus petite valeur propre de la matrice
produit avant est supérieur que �m: Donc :

li (x0) � lim
m�!+1

1

2m
ln�m = 0:5 ln�

D�après ce qui présède

0:5 ln� � li (x0) � lnN

Remarque 3.1.3 Dans le théorème.3:1:1, si N � 1 le système (3:1) n�est
pas chaotiques, mais si � > 1; le système (3:1) est hyper-chaotique.

3.1.3 Exemple d�application

Considérons le système de Hénon suivant :.

xk+1 = yk � ax2k + 1 k = 0; 1; 2; ::: (3.3)

yk+1 = bxk

Pour a = 1:4 et b = 0:3 le système (3:3) admet un attracteur étrange borné
par jxj � 1:5 et jyj � 0:4. La matrice jacobéenne de (3:3) est donnée par :

J =

�
�2ax 1
b 0

�
et

JTJ =

�
�2ax b
1 0

� �
�2ax 1
b 0

�
=

�
4a2x2 + b2 �2ax
�2ax 1

�
Le polynôme caractéristique de JTJ est

p (�) = �2 �
�
4a2x2 + b2 + 1

�
�+ b2
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Les racines de p (�) sont les solutions de l�équation

�2 �
�
4a2x2 + b2 + 1

�
�+ b2 = 0

Le discriminant est donnée par :

� =
�
4a2x2 + b2 + 1

�2 � 4b2 � 0
Les valeurs propres de JTJ sont :

�1 =
4a2x2 + b2 + 1�

q
(4a2x2 + b2 + 1)2 � 4b2

2

�2 =
4a2x2 + b2 + 1 +

q
(4a2x2 + b2 + 1)2 � 4b2

2

Pour a = 1:4 , b = 0:3 et jxj � 1:5 on obtient :

kJk =
p
�max (JTJ) � 4:3273 = N

D�autre part :

�min
�
JTJ

�
=

(4a2x2 + b2 + 1)
2 � (4a2x2 + b2 + 1)2 + 4b2

2

�
4a2x2 + b2 + 1 +

q
(4a2x2 + b2 + 1)2 � 4b2

�
=

2b2�
4a2x2 + b2 + 1 +

q
(4a2x2 + b2 + 1)2 � 4b2

�
=

b2�
4a2x2+b2+1+

p
(4a2x2+b2+1)2�4b2
2

�2 = b2

(�max (JTJ))
2 �

b2

(N)2
= 0:0104 = �

Il y a beaucoup des rapports sur les exposants de Lyapunov du système (3:3) ;
ici nous prenons les valeurs de la Ref [16] (l1 (x0) = �1:622; l2 (x0) = 0:418) :
Il suit immédiatement que

�2:2830 = 0:5 ln� � l1 (x0) � l2 (x0) � lnN = 1:4649

Ce qui coïncide bien avec le théorème.3:1:1.
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3.2.1 Estimation de la borne

En premier, plusieurs lemmes sont présentés ci-dessous :

Lemme 3.2.1 (inégalité de Gronwal) :
Soit u (t) : [0; �] �! R est continu et non négative. Supposons qu�ils

existes C � 0; K � 0 tels que :

u (t) � C +
tZ
0

Ku (s) ds pour tout t 2 [0;�] ;

Alors,
u (t) � C exp (Kt) pour tout t 2 [0;�] :

Preuve. Voir [5]:

Lemme 3.2.2 Soit A 2 Cn�n et supposons que �1; �2; :::; �n sont les valeurs
propres de A0A, o¼u A0 désigne le conjugué complexe et la transposée de la
matrice A; et �1 (t) � �2 (t) � ::: � �n (t) sont les valeurs propres de A.
Alors on a :
i) �i � 0; i = 1; 2; :::; n:
ii)mini �i � ��j �j � maxi �i ; j = 1; 2; :::; n:

Preuve. Voir [9]:

Remarque 3.2.2 Lemme.3:2:2 donne les bornes de
���j�� ; j = 1; 2; :::; n. Car���j��2 = ��j �j:

Le lemme suivant détermine les bornes de mini �i et maxi �i

Lemme 3.2.3 Supposons que A 2 Cn�n est inversible,max fkAk ; kA�1kg �
M; et toutes les valeurs propres de A0A telles que �1 � �2 � ::: � �n; alors,
i) M � 1; et ii) 1

M2 � �1; �n �M2:

Preuve. i) M � 1
On a :

M2 � kAk :


A�1

 � 

AA�1

 = 1
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En prenant la norme matricielle des deux côtés de (3:6) ; on obtient

k � (t)k =







I +
tZ

t0

fx (x; �) � (�) d�:








� kIk+








tZ

t0

kfx (x; �) � (�)k d�








� 1 +

tZ
t0

kfx (x; �) � (�)k d�

� 1 +

tZ
t0

kfx (x; �)k k� (�)k d�

Donc

k � (t)k � 1 +M
tZ

t0

k� (�)k d� (3.7)

En appliquant le lemme (3:2:1) à (3:7) ; il devient que

k� (t)k � eM(t�t0) (3.8)

et par le fait que le rayon spectral d�une matrice donnée n�est pas grand que
toute sa norme, on a

j�n (t)j � k� (t)k � eM(t�t0) (3.9)

Donc
lim

t�!+1
sup

1

t
ln j�n (t)j �M (3.10)

D�après la dé�nition de l�exposant de Lyapunov et (3:10) ; il en résulte que le
plus grand exposant de Lyapunov du système (3:4) satisfait :

ln �M (3.11)
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Alors

k� (t+ �)k � k� (t)k
�

� (kI + �fx (x; t)k � 1) k� (t)k
�

+
k0 (�)k
�

; (3.24)

Passons à la limite quant � �! 0+; il devient que :

d (k� (t)k)
dt

�M (fx (x; t)) : k� (t)k (3.25)

o¼u
d (k� (t)k)

dt
= lim

��!0+
k� (t+ �)k � k� (t)k

�

et

M (fx (x; t)) = lim
��!0+

kI + �fx (x; t)k � 1
�

Qui est soit disant " mesure matricielle" et qui est un nombre réelle, en
multipliant par e

R t
t0
M(fx(x;�))d�puis en intégrant de t0 à t les deux cotés de

(3:25) ; nous donne :

k� (t)k e�
R t
t0
M(fx(x;�))d� � 1 (3.26)

Il s�en suit que :
k� (t)k � e

R t
t0
M(fx(x;�))d� (3.27)

Donc

ln k� (t)k �
tZ

t0

M (fx (x; �)) d� (3.28)

Alors

ln � lim
t�!+1

sup
1

t

tZ
t0

M (fx (x; �)) d� (3.29)

D�autre part, par presque le même raisonnement que celui de (3:29) à partir
de (3:13), on a :

ln � lim
t�!+1

sup
1

t

tZ
t0

M (�fx (x; �)) d� (3.30)

36



CHAPITRE 3. ESTIMATION DES EXPOSANTS DE LYAPUNOV

Alors, tous les exposants de Lyapunov lk; k = 1; 2; :::; n du système (3:4)
satisfont :

lim
t�!+1

sup
1

t

tZ
t0

M (�fx (x; �)) d� � lk � lim
t�!+1

sup
1

t

tZ
t0

M (fx (x; �)) d�

(3.31)
En général, pour une norme donnée, pour déterminer la correspondante me-
sure matricielle est souvent di¢ cile, est alors (3:31) est seulement de valeur
théorique. Cependant, pour la 1-norme, 2-norme, et 1-norme, les mesures
matricielles associées peuvent être exactement calculées.(voir le Tableau. 2) :

La norme dans Cn Le mesure matricielle dans Cn�n

kxk1 =
nP
i=1

jxij M1 (A) = max
j

:

(
ajj (�) +

P
i6=j
jaij (�)j

)

kxk2 =

vuut :
nP
i=1

jxij2

:

M1 (A) =
1
2
�max

�
A0 + A

�
kxk1 = maxi jxij M1 (A) = max

i
:

(
aii (�) +

P
j 6=i
jaij (�)j

)
Tableau. 2

Remarque 3.2.5 Ici, A = (aij)n�n ; et �max
�
A0 + A

�
indique la plus grande

valeur propre de A0 + A. Il convient de noter que, pour une matrice don-
née A, M1 (A) peut être la plus petite, mais pour une autre matrice B,
M2 (B) (ou M1 (B)) peut être la plus petite.

Théorème 3.2.3 Les exposants de Lyapunov lk; k = 1; 2; :::; n du système
(3:4) satisfont:

� � lk � �
telles que :

� = max

8>>><>>>:
� lim sup 1

t

R t
t0
max f�ajj (�) +

P
jaij (�)jg d� ;

� lim sup 1
t

R t
t0
max

(
�aii (�) +

P
i6=j
jaij (�)j

)
d� ;

1
2
lim sup 1

t

R t
t0
�min

�
[fx (x; �)]

0 + fx (x; �)
�
d�

9>>>=>>>;
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La matrice jacobienne est donnée par :

J =

0@ �1 0 0
0 �1 + 1

1+t
0

0 0 �1 + 2e�t

1A
c�est une matrice diagonale, sa norme spectrale est 1, c�est-à-dire queM = 1:
La solution de �d�

dt
= diag

�
�1; �1+ 1

1+t
;�1 + 2e�t

�
�

� (0) = I :

est donnée par :

� (t) = diag
�
�t ; e�t+ln(1+t) ; e�t�2e�t

�
Il s�en suit que les exposants de Lyapunov de (3:32) sont :

l1 = l2 = l3 = �1 2 [�M;M ] :

En utilisant le Théorème.3:2:1, on peut aussi voir que :

�1 = l1 � l2 � l3 � �1

Exemple3.2.2 Considérons le système:

dx

dt
= �x;

dy

dt
=

�
1� 1

1 + t

�
y; (3.33)

dz

dt
=

�
�1 + 2e�t

�
z:

Le jacobien est une matrice diagonale, sa norme spectrale est 1, c�est-à-dire
que M = 1: La solution du système :

39
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0 1� 1

1+t
0

0 0 �1 + 2e�t

1A

�d�
dt
= diag

�
�1; 1� 1

1+t
;�1 + 2e�t

�
�

� (0) = I :
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P (�) ne dépend pas de (x; y; z), il est donc continue dans R3; et les valeurs
propres de J 0J sont :

�1 = 0:330; �2 = 1; �3 = 3:023

D�ou
kJk =

p
�max (J 0J) =

p
3:023 = 1:7387

Donc
M = 1:7387

Alors :
�M � l1 � l2 � l3 �M

Ce qui conforme aussi avec le Théorème.3:2:1: D�autre part

�max (J
0 + J) = 1:23 et �min (J 0 + J) = �1:96:

Donc :
�0:96 � l1 � l2 � l3 � 0:615

L�exemple suivant est légerement compliqué, nous comparons seulement
les résultats de calcul au Theorème.3:2:3 puisqu�on sait que les bornes déter-
minées dans le Theorème.3:2:1 sont plus précises que ceux obtenues dans le
Théorème.3:2:2.

Exemple3.2.4 Considérons le système de Rössler suivant:
:
x = �y + z;
:
y = x+ ay; (3.35)
:
z = b+ z (x� c) :

Quand a = b = 0:2, c = 5:7; le système (3:35) possède un attracteur chao-
tique, et les exposants corrospondants (voir [10], [19]) sont :

l1 = �5:391; l2 = 0; l3 = 0:0714:

La matrice jacobienne de (3:35) est

J =

0@ 0 �1 1
1 0:2 0
z 0 x� c

1A
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Dans la quelle a = b = 0:2, c = 5:7 sont utilisés. Les valeurs propres de J 0+J
sont :

�1 = x� 5:7�
q
(x� 5:7)2 + (z � 1)2;

�2 = 0:4;

�3 = x� 5:7 +
q
(x� 5:7)2 + (z � 1)2:

Par des intégrations numériques, on obtient :

� lim sup 1
t

tZ
t0

max

(
�ajj (�) +

X
i6=j

jaij (�)j
)
d� = �7:6267;

1

2
lim sup

1

t

tZ
t0

�min
�
[fx (x; �)]

0 + fx (x; �)
�
d� = �12:4419;

� lim sup 1
t

tZ
t0

max

(
�aii (�) +

X
i6=j

jaij (�)j
)
d� = �6:9871;

lim sup
1

t

tZ
t0

max

(
�ajj (�) +

X
i6=j

jaij (�)j
)
d� = 2:2446;

1

2
lim sup

1

t

tZ
t0

�max
�
[fx (x; �)]

0 + fx (x; �)
�
d� = 1:6812;

lim sup
1

t

tZ
t0

max

(
aii (�) +

X
i6=j

jaij (�)j
)
d� = 2:7623:

Alors
� = �6:9871; � = 1:6812 (voir Théorème:3:2:3)
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D�ou,
� < l1 = �5:391 < l2 = 0 < l3 = 0:0714 < �;

Ce qui est conforme avec le Théorème.3:2:3:
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CHAPITRE 4. GÉNÉRATION DES ATTRACTEURS CHAOTIQUES
ENTIÈREMENT BOURNÉS

On cherche les conditions sur (ai)1�i�5 pour que l�inégalité (4:5) est satisfaite.
On a, pour tous (x; y) 2 R2 :

0 � cos2 x � 1

0 � cos2 y � 1
�1 � sin 2x sin 2y � 1

Ils deviennent :

�a24 � (a2a4)
2 �

�
a21 � a24 � (a2a4)

2� cos2 x � a21 (4.6)

�a22 � (a1a5)
2 �

�
a25 � a22 � (a1a5)

2� cos2 y � a25 (4.7)

� (a2a4)2 �
�
(a1a5)

2 � (a2a4)2
�
cos2 y cos2 x � (a1a5)2 (4.8)

De même :
Si a1a2a4a5 > 0 on a :

�1
2
a1a2a4a5 � �

1

2
a1a2a4a5 sin 2x sin 2y �

1

2
a1a2a4a5 (4.9)

Si a1a2a4a5 < 0 on a :

1

2
a1a2a4a5 � �

1

2
a1a2a4a5 sin 2x sin 2y � �

1

2
a1a2a4a5 (4.10)

Par conséquent :
Si a1a2a4a5 > 0; et (4:6) + (4:7) + (4:8) + (4:9) implique :�

�1
2
a1a2a4a5 � 3 (a2a4)2 � (a1a5)2 � 1 � f (x; y)

f (x; y) � a21 + a24 + a22 + (a1a5)
2 + 1

2
a1a2a4a5 � 1

(4.11)

Si on suppose dans (4:11) que a21 + a
2
4 + a

2
2 + (a1a5)

2 + 1
2
a1a2a4a5 � 1 < 0,

l�inégalité (4:5) est satisfaite pour tous (x; y) 2 R2: C�est-à-dire que f (x; y) <
0;8 (x; y) 2 R2:
Si a1a2a4a5 < 0; et (4:6) + (4:7) + (4:8) + (4:10) implique :�

� (a1a5)2 + 1
2
a1a2a4a5 � 3 (a2a4)2 � 1 � f (x; y)

f (x; y) � a21 + a24 + a22 + (a1a5)
2 � 1

2
a1a2a4a5 � 1

(4.12)

Si on suppose dans (4:12) que a21 + a
2
4 + a

2
2 + (a1a5)

2 1
2
a1a2a4a5 � 1 < 0 ,

l�inégalité (4:5) est satisfaite pour tous (x; y) 2 R2: C�est-à-dire que f (x; y) <
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0;8 (x; y) 2 R2: D�aprés ce qui précède : La condition (2) du système (4:3)est
satisfaite dans les cas suivants :
1) a1a2a4a5 > 0 et a21 + a

2
4 + a

2
2 + (a1a5)

2 + 1
2
a1a2a4a5 � 1 < 0:

2) a1a2a4a5 < 0 et a21 + a
2
4 + a

2
2 + (a1a5)

2 � 1
2
a1a2a4a5 � 1 < 0:

D�après ce qui précède toutes les conditions pour l�existence des attrac-
teurs hyper-chaotiques sont :
1) a21 � a24 � 0 et a25 � a22 � 0 et a24 + a22 � 2 > 0:
2) a1a2a4a5 > 0 et a21 + a

2
4 + a

2
2 + (a1a5)

2 + 1
2
a1a2a4a5 � 1 < 0:

3) a1a2a4a5 < 0 et a21 + a
2
4 + a

2
2 + (a1a5)

2 � 1
2
a1a2a4a5 � 1 < 0:

1� L�inégalité �+ �
2
< 1 nous aide à trouver numériquement les ensembles

chaotiques de l�application (4:2) dans l�espace des paramètres de bifurcation,
en prenant le compliment de l�ensemble résultant.
2� Notez que la détermination des attracteurs chaotiques utilisant le

résultat ci-dessus n�est pas possible, si l�expression �min
�
(h0 (x))T h0 (x)

�
n�a

pas de borne inférieure.

4.0.7 Classi�cation basée sur le nombre de non-linéarités

Nous sommes seulement intéressésons à trouver les cas les plus simples de
l�application (4:2). Les non-linéarités sont sin x; cos y; cosx et sin y. La clas-
si�cation est basée sur le nombre de ces non-linéarités paru dans la formule
de l�application (4:2) :

Une non-linéarité Il y a quatre cas avec une seule non-linéarité dans
un composant et les autres composantes sont constantes,

Deux non-linéarités Il y a six cas :

�
x

y

�
!
�
a0 + a1 sinx+a2 cosy

a3

�
;

�
x

y

�
!
�

a0
a3 + a4 cosx+a5 siny

�
�
x

y

�
!
�
a0 + a1 sinx

a3 + a5 siny

�
;

�
x

y

�
!
�
a0 + a1 sinx

a3 + a4 cosx

�
;�

x

y

�
!
�
a0 + a2 cosy

a3 + a5 siny

�
;

�
x

y

�
!
�
a0 + a2 cosy

a3 + a5 siny

�
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Les trois premières cas et le dernier sont a¢ che également la dynamique
. Ainsi, les cas les plus importants sont donnés par :�

x

y

�
!
�
a0 + a1 sinx

a3 + a5 siny

�
(4.13)�

x

y

�
!
�
a0 + a2 cosy

a3 + a4 cosx

�
(4.14)

Trois non-linéarités Il y a quatre cas :�
x

y

�
!
�
a0 + a1 sinx+a2 cosy

a3 + a5 siny

�
(4.15)

�
x

y

�
!
�
a0 + a1 sinx+a2 cosy

a3 + a4 cosx

�
(4.16)�

x

y

�
!
�

a0 + a2 cosy

a3 + a4 cosx+a5 siny

�
(4.17)�

x

y

�
!
�

a0 + a1 sinx

a3 + a4 cosx+a5 siny

�
(4.18)

Quatre non-linéarités Il y a seulement le cas (4:2).

4.0.8 Observation de nouveaux attracteurs chaotiques

Il ya plusieurs façons possibles pour les systèmes dynamiques pour faire
une transition du comportement régulier vers le chaos. Selon les diagrammes
de bifurcation par rapport à chaque paramètre, on peut observer les régions
chaotiques pour le système (4:2), et cet e¤et permet de trouver les attracteurs
chaotiques correspondants possibles. On illustrera quelques attracteurs chao-
tique nouvellement observés, avec quelques autres phénomènes dynamiques.
De notre expérience numérique, on observe que ces nouveaux attracteurs
chaotiques montrés dans les Figures 4:1� 4:7 persistent pour des valeurs pe-
tites de leurs paramètres de bifurcation (ai)0�i�5 et il parait que leur orien-
tation dépend essentiellement du signe de ces paramètres. La périodicité de
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ces attracteurs peut considérer dans le calcul de la puissance de spectre des
séries de temps.
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Fig. (4:15)
pour : a0 = 1:0; a1 = 4:0; a3 = 0:0; a5 = �3:0

Fig.
(4:15) pour : a0 = �2:0; a1 = �1:0; a2 = �2:0; a3 = 1:0; a4 = 0:0; a5 = �3:0

4.1 –Un nouveau chaotique attracteur obtenu a partir du système

4.2 – Un nouveau chaotique attracteur obtenu a partir du systtème
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Fig.
(4:16) pour : a0 = � 2:0; a1 = � 1:0; a2 = � 2:0; a3 = 1:0; a4 = � 3:0; a5 = 0:0

Fig.
(4:17) pour : a0 = � 2:0; a1 = 0:0; a2 = � 2:0; a3 = 0:0; a4 = � 3:0; a5 = � 1:0

4.3 – Un nouveau chaotique attracteur obtenu a partir du systtème

4.4 – Un nouveau chaotique attracteur obtenu a partir du systtème
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Fig.
(4:18) pour : a0 = � 2:0; a1 = � 4:0; a2 = 0:0; a3 = 0:0; a4 = � 3:0; a5 = � 1:0

Fig. (4:2)
pour : a0 = � 2:0; a1 = � 4:0; a2 = 2:0; a3 = 0:0; a4 = � 3:0; a5 = � 1:0

CHAPITRE 4. GÉNÉRATION DES ATTRACTEURS CHAOTIQUES
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4.5 – Un nouveau chaotique attracteur obtenu a partir du systtème

4.6–UnnouveauchaotiqueattracteurobtenuapartirdusystEme

4.5 – Un nouveau chaotique attracteur obtenu a partir du système
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Fig.
pour : a0 = 0:0; a1 = 1:0; a2 = 2:0; a3 = 0:0; a4 = � 3:0; a5 = � 1:0

4.7–UnnouveauchaotiqueattracteurobtenuapartirdusystEme (4:2)
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Les exposants de Lyapunov jouent un rôle trés important pour décrire
le comportement des systèmes dynamiques (discrets et continus). Dans ce
mémoire, nous donnons une idée générale sur les exposants de Lyapunov
et ces estimations puis nous considérons une approche basée sur la notion
d�exposants de Lyapunov pour décrire le comportement dynamiques de ces
systèmes et les conditions sur les paramètres du bifurcations pour l�existence
d�attracteurs.

Conclusion
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