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CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

ot X (k) = {xx} est réel.

Fi1c. 1.1 — La trajectoire pour la récurrence de(1.2)pour xo=0.15.

Définition 1.1.3 Un point fire X* est une point de [’éspace d’état vérifiant
X*=T(X").

Cycle d’ordre k

C’est la genéralisation d’un point fixe I'orsqu’on considére la récurence
obtenue aprés k applications de 7" noté T*),

Les k pointes X,7 = 1,2, ...,k avec k > 1, appartenant a un cycle d’ordre
k vérifiant les deux relations :

Xy = 7O (X))

(2

X; # TO(X)) si0<s<k

avec
T® =ToTo..0oT
k fois
En dimension N = 1, le multiplicateur d’un point fixe X*est A = 7" (X*)
avec T" = 4L et le multiplicateur d’un cycle d’ordre k (X7, X3, ..., X}) est

k
A= (x%).
i=1
Un point fixe ou un cycle est dit :
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attractif(ou stable) si [A| < 1.
répulsif(ou instable) si [A] > 1.

Exemplel.1.2 (La fonction logistique).
On considére ’équation définie par la relation suivante

z(n+1)=Az(n)(1 —x(n)), A €]0,1]

On a f(x) = Ax(1 —z) et f'(x) = N1 — 2x). Cette équation a deux points
fires a« = 0. 1l est attractif si 0 < X\ < 1, et a = % 1l est attractif si
1< A<3. .5 A>3, ces deux points fixes sont répulsifs.

Remarque 1.1.1 En dimension N > 1, pour disciter si un point fixe (ou un
cycle) est attractif ou non, il faut calculer les valeurs propres de la matrice
jacobienne DT (z) = J (x).

e Si toutes les valeurs propres sont a ['interieur du disque unité, le point
fize (ou le cycle) est stable.

e Si une de ces valeurs propres a un module plus grand que un, le point
fize (ou le cycle) est instable.

1.1.2 Systeme dynamique continu

Dé...nition 1.1.4 Un systeme dynamique continu est décrit par un systeme
déquations dioérentielles :

X'(t)=G(X(1),1) (1.3)
oti G de classe C' : R x R—R" définit la dynamique du systéme continu.

Définition 1.1.5 Une solution de l’équation (1.3) est une application déri-
vable définie sur un intervalle ouvert non vide I C R, x: [ — R" t — x (t)
et vérifiant, pour tout t € I,

(t,z(t)) € I x R"
et
2'(t) = G (t,z (1))

- A chaque couple (X (0),tg), nous pouvons associer une solution unique
du systéme défini a laide de [’équation (1.3).
- Lorsque G dépend explicitement du temps (1.3) est dit non autonome,

dans le cas contraire on dit que (1.3) est autonome.
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Définition 1.1.6 Soit zy une condition initiale et X (t,x¢) la solution de

(1.3), [ ’ensemple des points {¥Vt € R; (t,z0)} est la trajectoire dans l’espace
d’etat passant au xo a l'instant initial.

Définition 1.1.7 On appelle orbite du systéme (1.3) l’ensemble { X (t) : t € R}.

Exemplel.1.3 Considérons le systéme introduit par Lorenz. Le systéme de
Lorenz est défini par les équations suivantes :

%:a(v—u)
W = —uw+ pu—v (1.4)
%:uv—ﬁw

ouu, v et w sont les variables d’etat du systéme, o, p et 3 sont des paramétres
réels.

Les parameétres et les conditions initiales de 'equation (1.4) ont été choi-
sis de la maniére suivante: 0 = 10;p = 28;8 = 2.5 avec (ug,vg, wp) =
(1.5,4.8,19.5) . Cette systéme est autonome car l’équation (1.4) n'a pas de
dépendance explicite par rapport au temps t.
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Fic. 1.2 — lustration d’une trajectoire particuliéere du systeme de Lorenz

Définition 1.1.8 Un point fixe (ou critique, ou singulier, ou stationaire) de
léquation z = F (z) est un point X *de l’éspace de phase vérifiant F (X*) = 0.
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1.2 Chaos

La théorie du chaos traite des systémes dynamiques déterministes qui
présentent un phénomeéne fondamantal d’instabilité appelé "sensibilité aux
conditions initiales ", ce qui les rend non prédictibles en pratique sur le "long"
terme. Le Chaos est défini généralement comme un comportement semblant
alétoire (ou imprévisible) d’un systéme dynamique défini par des équations
déterministes.

1.2.1 Définitions du chaos

Il n’ya aucune définition standard du chaos néanmoins, les dispositifs du
chaos incluent :

-La non-linéarité. Si le systéme est linéare, il ne peut pas étre chaotique.

-La déterminisme. Un systéme chaotique a des régles fandamentales
déterministes(platot que probabilistes).

-La sensibilité aux conditions. De trés changements sur 1’état initial
peuvent mener & un comportement radicalement différent dans son état final.

-L’imprévisible. En raison de la sensibilité aux conditions initiales, qui
peuvent étre connues seulement & un degré fini de précision.

-L’irrégularité. Ordre caché comprenant un nombre infini de modeles
périodiques instables.

Définition 1.2.1 Soit un ensemble V. L’application f : V — V est dite
chaotique sur 'V si :

1. f posséde une sensibilité aux conditions initiales.

2. [ est topologiquement transitive.

3. Les points périodiques sont denses dans V.

Définition 1.2.2 (Devaney, 1989 ).

L’application f : J — J posséde une sensibilité aux conditions initiales
s’il existe 6 > 0 telque, pour un certain x € J et un cetain voisinage V-C J
de x, il existe ye V tel que || f " (z) — f " (y)| > 9.

Définition 1.2.3 f : V — V est dite topologiquement transitive si pour
n’importe quelles paires d’ensembles ouverts U, J C V il existe un nombre
entier k> 0 tel que : f ¥(U)\ J 6 ;:

Définition 1.2.4 Un sous-ensemble U de V' est dense dansV siU =1V.



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

S est sensible aux conditions initiales.

En fait, nous allons montrer que quels que soient € > 0 et z € [0,1], on
peut trouver y tel que |z — y| < e et |S ¥ (z) — S* (y)| = L pour un certain k.
Soit e > 0 et choisissons N tel que ZLN <e.

Soit
x = 0.a1a2a304...aN 10 ya N +1... € [0,1].
Prenons
y = 0.a1a0a3a4...ax _1b ya Ni1...
ou
1, si anN =
by = .
0, si ay =1
On obtient
SN -1 (I) = 0.a NAN +1---
et
SN -1 (y) =0.b NAN +1aN 12...
D’ou

$% 1 (@)~ 8V ()| = 5.

S est transitive.

Soient U et J deux intervalles dans [0,1], il faut montrer qu’il existe k
tel que S¥ (U)NJ # ;.

Soit N tel que QN% < longueur (U) et soit x,, = 0.a 1az ...a y ... le point
milieude U.

Soit y = 0.b1bs...b, ... un point quelconque de J.

Prenons
Tog = 0.a 19 ... N b 1b2 b 3.
On a alors 1
20 — Zm| < oN
et donc
Xo € U.

D’autre part, on a:
SN -1 (1’0) == Oble =Y.

En particiculier,
SNH YN g #;.
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Les points périodiques de S sont denses dans [0, 1].

Soit x € [0, 1] arbitraire et soit £ > 0. Il faut montrer qu’on peut trouver
un point p € [0, 1] périodique tel que |z —p| < e . Soit N tel que 2%\, <e.
Supposons que

r = 0.a1a9...a NO N 41...

Prenons
p=0.a1a9...a0 NQ 1G4 5...0 NQ 1 3...G N ...
On a alors .
|z —p| < oN
et d’autre part, p est périodique, car S (p) = 0.a 1a 9...a ya ... = p.

D’aprés ce qui précede S est chaotique.

1.2.2 Théorie élémentaire des bifurcations

Supposons que le systéme dynamique (1.1) dépende d’un parameétre .
On peut considérer les points fixes a comme des fonctions de A. On peut
alors trouver, en fonction de A, les points fixes qui sont répulsifs.

Une telle démarche revient a construire un diagramme de bifurcation.

Exemplel.2.2 Considérons le systéme dynamique défini par I’équation sui-
vante
x(n+1)=18x(n)—0.82*(n) — \. (1.5)

Pour le systéme, les points fixes vérifient [’équation
a=18a—0.8a% -\ (1.6)

Les solutions sont:
1++/1-5A
2
e Sil—5\<0, soit A> 0.2, alors limx (k) = —oo. Il n’y a pas de val-

k—o0

o =

eur d’équilibre.

e 511 —5X\>0, soit A < 0.2, il existe deuz points déquilibre donnés par
(4.1) : ay et ag. En fait en étudiant f (x), on voit que pour —1.05 < X\ < 0.2 :
o = @ est un point stable, ay = @ est un point instable.

e Si A = 0.2, la valeur d’équilibre o = 0.5 est semi-stable par valeur
supérieures. On peut résumer ces remarques par le diagramme suivant:
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F1G. 1.4 — Diagramme de bifurication pour x(n+1)=1.8x(n)-0.8x%(n)-\

Si on note N, le nombre de points d’équilibre du systéme dynamique
(1.1), par exemple pour le modele (1.5) ona :

2 siA<0.2
Ny=4{ 1 siA=02
0 siA>0.2

Si N, n’est pas constant sant A\ dépasse \g. Supposons qu’au point de bifur-
cation )\ :

e Les points fixes forment une parabole ouverte sur la gauche ou sur la
droite. Une telle bifurcation s’appelle selle ("saddle").

X

e
----------

Fic. 1.5 — Diagramme de bifurication saddle



CHAPITRE 2. LES ATTRACTEURS ET LES EXPOSANTS DE
LYAPUNOV

Définition 2.1.2 Le bassin d’attraction (ou simplement le bassin) d’un en-
semble attractif A est [’ensemble ouvert de tous les points = € R™ tels que :

F®) () F252 4

-15
=3 =2 =1 0 1 2 3

AN

F1a. 2.1 — Bassin d’attraction (en bleu) de l'attracteur de Hénon pour
a=1.4 et b = 0.3. L’attracteur est représenté en jaune.

2.1.3 Attracteurs

Définition 2.1.3 Un ensemble attractif est appelé attracteur lorsq’il est to-
pologiquement transitif.

Définition 2.1.4 Un ensembe A est un attracteur:

-Pour tout voisinage U de A, il existe un voisinage V de A tel que toute
solution x (xg,t) = ¢, (xg) restera dans U si xo € V.

- N (V)=A,t>0.

- Il existe un orbite dense dans A.
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LYAPUNOV
2
15
1
05
=
= 0
-05
-1
=15
=2 " " " " " " M N
=2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2

zn

Fic. 2.2 — Attracteur de Hénon, avec a = 1.4 et b = 0.3.

Il y a deux type d’attracteurs :
1-Attracteurs réguliers : Ils caractérisent I’évolution des systémes non
chaotiques.

‘ \
; , / --I\'-
| I\x f-*; v
|~ . Q‘ ;k\{\‘-‘
Cvele limite Lore

FiG. 2.3 — les différents types des attracteurs réguliers
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LYAPUNOV

2.Attracteurs étrange (chaotiques) : Les attracteurs étranges sont
des formes géométriques complexes qui caractérisent I’évolution des systémes
chaotiques. L’attracteur étrange se caractérise par :

1. La sensibilité aux conditions initiales ( deux trajectoires de lattracteur
initialement voisines finissent toujours par s’éloigner 'une de l'autre, ceci
traduit un comportement chaotique).

2. La dimension d de I'attracteur est fractale ( non entieres) avec

2 < d < n ( ce qui justifie 'adjectif étrange).

3. L’attracteur est de volume nulle dans I’espace des phases.

Aftracteur éfrange de Réssler Aftracteur éfrange de Chua

Fic. 2.4 — Quelques exemples d’attracteurs étranges

2.2 Les exposants de Lyapunov

Alexandre Lyapunov a développé une quantité permettant de mesurer
la divergence des trajectoires qui sont voisines au départ, cette quantité est
appelée " exposant de Lyapunov " qui est souvent utilisé pour déterminer si
un systéme est chaotique ou non.
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LYAPUNOV

2.2.1 Cas d’une application discréte unidimentionnelle.

Soit une application discréte f de R dans R qui applique x,, sur =z, 4.
Choisissons deux conditions initiales trés proches, soit xg et z¢+¢ et regardons
comment se comportent les trajectoires qui en sont issues. Supposons qu’elles
s’écartent en moyenne a un rythme exponentielle. On pourra trouver un réel
A tel que aprés n itérations on a :

1f " (w0 +€) — f ™ (m0)| 2 ee™ dounA=In " (o +€) = f " (20)]

5
et pour e — O on a :
)\ ~ In fr(@ote)—f"(zo)| _ 1 ’df (2 o)
€ n dzx o
o~ L | A o) df"(wo) dff(xo)
no|df " (zo) df "2(x o) dxo
o L | () df (was) df () "Z‘ll
N n dz, 1~ dx,_o == dx n— dxz
finalement pour n — 400 on a :
=,
A=l Sl ) (2.1)
avec la notation f'(x;) = %ﬂcii),)\ est appelé exposant de Lyapunov il

indique le taux moyen de divergence.

- Si A > 0 alors il y a une sensibilité aux conditions initiales.

- Si A < 0 les trajectoires se rapprochent et on perd l'information sur les
conditions initiales.

Appliquant la formule précédente pour x; = x* tel que z* est le point
d’équilibre, il faut que A = In|f ' (z*)].

Exemple2.2.1 (L’application logistique)

fx;) =4x; (1 — ;) ;2; €[0,1]

15
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LYAPUNOV

En apliquant la formule (2.1) pour caluler l’exposant de Lyapunov de f.

1 n
A= lim =) In|f’ ()|
i =0

n—-+oon,

1
= lim —

In|4 (1 — 2x;
i 5% Infe(1 - 20)

Soit A\ =1n2 > 0 d’ou le comportement est chaotique.

2.2.2 Cas d’une application discréte multidimension-
nelle

Soit f une application discréte de R™ dans R™ :

anrl:f(xn)

Un systeme m-dimensionenel possede m exposants de Lyapunov, chacun
d’entre eux mesure le taux de divergence suivant un des axes du systéme,
de sorte qu’en moyenne un hyper-volume initial V;; évolue selon une loi de

type :

V= Voe(/\1+>\2+.-.+>\m)n
Pour avoir du chaos, il est nécéssaire qu’au moins un \; soit positif, pour avoir
étirement selon au moins un axe. Mais il faut aussi que la somme des \; soit
négative. Puisque, dans le cas contraire, le volume initial finirait par remplir
tout l'espace dans lequel il est immergé et on n’aurait plus un attracteur
de faible dimension, ce qui signifie qu’on n’aura pas du chaos détérministe.
Tout d’abord nous devons calculer les \;. Dans ce but , nous fixons une
hyper sphére dans notre espace m-dimensionenel de rayon ¢ (petit)de condi-
tions initiales,et examinons son évolution. Comme précédemment, nous nous
intéressons a :

f" (xo+e) = " (o)
Posons xj = x¢+¢, on a le développement en série limité d’ordre 1 de f ™ (zo)
au voisinage de xj suivant :

df" (z o)

4z o (o —p)

J (o) J (z1) ...d (x) (o — x})

17 (=) (@0 — )

1 =1

Ty — T,

Q

Q

16
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On note HJ (x;) par J™ (x¢) ,ainsi

i=1

Ty — Ty, = J" (20) (w0 — 7))
J" (z0) dénote la matrice jacobienne de f ™ au point xq. Il s’agit d’une matrice
carrée m x m, si elle est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible
P, telle que D! = P;1J"P, | D! est une matrice diagonale des valeurs

propres w; (f " (x0)),i=1,....,m de J" .
On définit alors les m exposants de Lyapunov de la maniére suivante :

1
Ai= lim —In|u; (f"(x0))|,i=1,2,....m (2.2)

n—-4oon,

Pour le point d’équilibre z* la formule (2.2) devient
XNi=In|u; (z9)],i=1,2,....m (2.3)

2.2.3 Cas d’une application continue multidimension-
nelle

Pour un systéme différentiel de dimension n défini par f tel que :
=f (z(t) telque:teR x(t) eR"

L’exposant de Lyapunov dans la direction ¢ est donné par :

B I YO Rt
AN P g ] 24

Exemple2.2.2 Le systéme de Lorenz

¥ =10(y — x)
y =28z —y—uxz (2.5)
2 =uxy — %z

Les exposants de Lyapunov du systéme (2.5) pour une condition initiale x

choisie sont :
)\1 >~ 2]_6, )\2 >~ 000, )\3 ~ —32.40
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LYAPUNOV

Différents algorithmes ont été développés pour calculer les exposants de
Lyapunov, I’'un des algoritmes utilisé pour le calcul est celui appelé algorithme
de Wolf. Cet algorithme permet de calculer les exposants de Lyapunov a
partir du calcul effectif de la dévergence de deux trajectoires aprés t pas de
temps par rapport a la perturbation introduite parallélement, et ce au sein
d’un attracteur, les étapes de ’algorithme sont :

1. Changement du parameétre de controle,

2. Choix aléatoire d’une condition initiale,

3. Création d’une nouvelle trajectoire a partir courante a laquelle on
ajoute une perturbation,

4. Evolution dans 'attracteur de ces deux trajectoires voisines et calcul
de la moyenne de la divergence renormalisée entre ces deux trajectoires,

5. Réajustement de ’écart, permettant ainsi & chaque pas de temps de
I’évolution du point précédent le calcul d’une moyenne de la divergence,

6. Retour au point (5) effectué selon un nombre donné,

7. Retour au point (1),

8. Dessin de ’exposant de Lyapunov le plus grand en fonction du para-
metre de controle donné.

Eexemple2.2.3 Ezposants de Lyapunov du systéme de Lorenz par [’algo-
rithme de Wolf

pour o = 16.0; r = 45.92; b = 4.0 on a Ay = 2.11, Ay = 0.00, \3 = —32.40
avec At = 0.01; le nombre de pas 20000.

2.2.4 Caractérisation d’un attracteur par le signe des
exposants de Lyapunov

Un exposant de Lyapunov positif indique que selon la direction qu’il re-
présente la divergence entre deux trajectoires voisines augmente exponen-
tiellement avec le temps. Il s’agit donc bien la d’une caractérisation d’un
attracteur étrange. Les différents types d’attracteurs d’un systéme de dimen-
sion n en fonction des signes des exposants de Lyapunov sont représentés
dans le tableau ci-dessous.

18
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LYAPUNOV
Type d’attracteur | Signe des exposants de Lyapunov
Point fixe 0> A > A, > )\n

Cycle AL = O, 0> A > .. >\,

Tore )\1:)\2:0,0>)\3 > Nge. > A\,
Attracteur étrange A1>0,> 0 <0

Table (1) . Caractérisation des attracteurs par le signe des exposants de
Lyapunov.

2.2.5 Utilisation au calcul de dimension de ’attracteur

Le terme de dimension est souvent implicitement associé & celui de co-
ordonnée, c’est a dire de variable nécessaire pour décrire la position d'un
élément d’un ensemble. La dimension par définition est un nombre entier.

-le point est une attracteur de dimension 0.

-la dimension d’une courbe fermé ou une ligne est 1.

Il ya un lien, entre les exposants de Lyapunov et la dimension de I'attrac-
teur, si tous les exposants sont positifs la sphére de conditions initiales va
remplir tout ’espace, mais s’il sont tous négatifs la sphére va se contracter
en un point.

(a) Dimension de Mori.

Soient mg le nombre des exposants de Lyapunov qui sont nuls, m, le
nombre d’exposants positifs, A\, la moyenne des exposants positifs et \_
celle des exposants négatifs. La dimension de mori est donnée par la relation

suivante : _
A
D:m0+m+ (1+ﬁ)

(b) Dimension de Kaplan et Yorke.
Soit jp un entier positif tel que :

jo+1

J
XO:AzZOQtZ/\Z<O

i=1 i=1

La dimension de Kaplan et Yorke est donnée par la relation suivante :

Jo
DA

=1

Dgy =j0 +
|)‘j0 +1 |
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LYAPUNOV

Il existe aussi d’autres dimensions fractales comme la dimension de Lyapunov,
la dimension de Hausdorff, la dimension de corrélation. Tous ces dimensions
sont trés proches les unes des autres et satisferont les propriétés suivantes :

1-Si AC B alors d(A) < d(B).

2-Si A=( alors d(A) = 0.

3-d(Ax B)=d(A) xd(B).

4- Si f est une application différentiable sur A alors d (A) =d(f (A)).

20
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Proposition 3.1.1 Soit A € M,, (R) une matrice carrée quelconque et soit
Il une norme matricielle. Alors on a :

p(4) < [|A]

Définition 3.1.3 A € M,, (R) est symetrique définie positive ssi toutes les
valeurs propres de A sont strictement positives .

Proposition 3.1.2 A € M, (R) est symetrique si AT = A.
La norme spectrale de A € M,, (R) définie par
IAll = +/p (AT A)

1- Si det (ATA) # 0, alors AT A est une matrice définie positive.

2- Pour toutes A, B € M, (R) symetriques.

A > B indique que A — B est une matrice définie positive.

A > B indique que A — B est une matrice semi-définie positive (dont sont
valeurs propres sont non négatifes).

Lemme 3.1.1 Supposons que les matrices carrées {A;}; o y sont uniformé-
ment bornées , i.e., AN > 0; ||A;|| < N Vi € N. Alors¥m € N, N?*™[ —
AT AT AT A,, ... AyA;est semi-définie positive, ot I est la matrice identité
de M, (R).

Preuve. Posons
B=A, ..AA;

Donc
BTB = AT AT AT A, .. AA,

est semi—définie positive, et par utilisation de la définition de la norme
spectrale on obtient que,

B8] =\ ((578)" (575)
= VAmax (BTBTTBTB) = 1/ Anax (BTB)?
= Amax (B"B)
< AR 1Al o 1 As ] [ As )
< N2N%2.N?
S N2m
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Alors
p(BT"B) < N*™

Donc
Amax (BT B) < N*™

Il devient que
N[ - BTB>0

Par conséquent La matrice symétrique
N[ — ATAT AL A, ... AyA
est semi défini positive. =

Remarque 3.1.1 Dans le lemme.3.1.1, méme si les matrices carrées A; ,
1 <i< n sont inversibles; la matrice

N2 — ATAT AT A,, .. AsA,

Ne peut étre définie positive, mais seulement semi définie positive en général.
-Pour toute ¢ > 0, (N +¢)*" 1 — ATAT AT A, ..AyA; est toujours
défini  positive, peu importe si les matrices carrées A;, 1 < i < n sont
inwversibles ou non.
-L’hypothése que les matrices carrées { A}, o  sont uniformément bornées

ne peut étre remplacé par U’hypothése que le rayon spectrale est uniformément
borné, i.e., ANy > 0; [|p(A;)|| < Ny Vi e N.

Sinon le résultat ne s’y tient pas si N est remplacé par Ny.
Exemple3.1.1 Pour la matrice
-1 —0.1
=)
Le polynéme caractéristique de la matrice A est donnée par :

p(A) = (—A—1(1-XN—-01x1
AN -11

Donc :
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D’autre part, d’apres le lemme.3.1.2; et car ji,, ([f’ ()" f (x)) >«

ol o < N2
La matrice

N¥ L= [f (zo)]" [ ' @) e [ @ )] ' (@ma) o (1) f (o)

est semi défini positive. Alors la plus petite valeur propre de la matrice
produit avant est supérieur que ™. Donc :

1
li(xg) > lim —Ina™ =0.5lna
m——+00 L1,

D’aprés ce qui préséde
0.5In« S lz (mo) S In N
[ ]

Remarque 3.1.3 Dans le théoréme.3.1.1, si N < 1 le systéme (3.1) n’est
pas chaotiques, mais si a > 1, le systéme (3.1) est hyper-chaotique.

3.1.3 Exemple d’application

Considérons le systéme de Hénon suivant :.

T = yp—arp+1 k=012, .. (3.3)

Yer1 = bay

Pour a = 1.4 et b = 0.3 le systéme (3.3) admet un attracteur étrange borné
par |z| < 1.5 et |y| < 0.4. La matrice jacobéenne de (3.3) est donnée par :

—2ax 1
=()

Ty —2ax b —2ax 1\ [ 4d*2*+b* —2ax
N 1 0 b 0 ) —2ax 1

Le polynome caractéristique de J7.J est

et

p(A) =N — (4a®2® + V> + 1) A+ b°
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Les racines de p (A) sont les solutions de ’équation

N — (4’2 + PP+ 1) A+ =0
Le discriminant est donnée par :

A= (4022 + 52 +1)" — 40* > 0

Les valeurs propres de J'.J sont :

4a*x® + 0>+ 1 — \/(4a2x2 + 024 1)% — 42

Al = 5
\ da?x? + 0 + 1+ \/(4@23:2 + 024 1)% — 42
2 pum—
2

Pour a =14 ,b=0.3 et |z| < 1.5 on obtient :

1] = vV Amax (JTJ) <4.3273 =N

D’autre part :

(40222 4+ 0% + 1) — (40222 + b* + 1)° + 4b>

)\min (JTJ) =
2 <4a2x2 + 0241+ \/(4a2x2 +0241)°% - 4b2>
B 212
(4a2x2 0241+ \/(4a2x2 b2 4+1)° — 4b2)
b2 b?

bQ

2

>
(4a2x2+b2+1+\/(4a2x2+b2+1)24b2)2 (Amax (JTJ))2 B (N>

> =0.0104 = a

Il y a beaucoup des rapports sur les exposants de Lyapunov du systéme (3.3) ;
ici nous prenons les valeurs de la Ref [16] (I3 (z9) = —1.622, 3 (zo) = 0.418).

Il suit immédiatement que
—2.2830 = 0.5Ina <1 (z9) < ly(z9) <InN = 1.4649

Ce qui coincide bien avec le théoréme.3.1.1.
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3.2.1 Estimation de la borne
En premier, plusieurs lemmes sont présentés ci-dessous :
Lemme 3.2.1 (inégalité de Gronwal) :

Soit u(t) : [0,a] — R est continu et non négative. Supposons qu’ils
existes C' >0, K > 0 tels que :

t
u(t) < C'—l—/Ku(s)ds pour tout t € [0; ],
0

Alors,
u(t) < Cexp (Kt) pour tout t € [0;q].

Preuve. Voir [5]. m

Lemme 3.2.2 Soit A € C™" et supposons que A1, Ag, ..., A, sont les valeurs
propres de A'A, ot A’ désigne le conjugué complexe et la transposée de la
matrice A, et puy (t) < py(t) < ... < p, (1) sont les valeurs propres de A.
Alors on a :

)N >0,i=1,2,...,n

i) ming Ay < iy gy <max; Ay, j = 1,20

Preuve. Voir [9]. =

Remarque 3.2.2 Lemme.3.2.2 donne les bornes de !,uj’ ,7=1,2,...n. Car
2

1" = nye
Le lemme suivant détermine les bornes de min; A; et max; \;

Lemme 3.2.3 Supposons que A € C™*™ est inversible, max {||A[, [[A7"]|} <
M, et toutes les valeurs propres de A’A telles que A\ < Ay < ... < A\, alors,
i) M >1, et ii) 55 < M, Ay < M2

Preuve. i) M > 1
On a:
M A A7) > a7 -1
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En prenant la norme matricielle des deux cotés de (3.6) , on obtient

o) = f+/fx($,€)‘1>(£)d€-
< I+ / 1fo (2,6) B (€)] de
< 1+/||fz(x,§)<1>(§)|ld€

< 1+/||fx (2,6 | ()] e

Donc

| @) <1+ M / 1 (6)]] e (3.7)

En appliquant le lemme (3.2.1) & (3.7), il devient que
1@ ()] < Mt (3.8)

et par le fait que le rayon spectral d’'une matrice donnée n’est pas grand que
toute sa norme, on a

1, (O] < (@ (1)) < M0 (3.9)
Donc 1
. liIE sup - In|p, (t)] <M (3.10)

D’apres la définition de 'exposant de Lyapunov et (3.10) , il en résulte que le
plus grand exposant de Lyapunov du systéme (3.4) satisfait :

<M (3.11)
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Alors
12+l — 2@ _ (IL+0fe (= O = DI2@], 106 (3.24)
o ) o

Passons & la limite quant 6 — 07, il devient que :

d(||®(t

H2OD < s (1, 1) 2 1)) (3.25)
ou d(||® ) 4] d

e@h _ . 12@+o)] -2 @)
dt 6—0t )

et

A fe ()] - 1
M (fy (x,t)) = lim
(. (1)) = lim, :
Qui est soit disant " mesure matricielle" et qui est un nombre réelle, en
. Jiy M(fo(,7))dr
multipliant par e’t

(3.25), nous donne :

puis en intégrant de tp & t les deux cotés de

1 (2] & o MU <y (3.26)
Il s’en suit que :

1@ (2)]] < eheo MUtz (3.27)

Donc

t
In [ (1)) < / M (f, (z,7)) dr (3.28)
t

Alors

I, < . hm sup — /M fo(x,7) (3.29)

D’autre part, par presque le méme raisonnement que celui de (3.29) a partir
de (3.13), on a :

l, > lim sup-— /M —fo (z,7) (3.30)

t—+o00
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Alors, tous les exposants de Lyapunov I, £ = 1,2,....n du systéme (3.4)
satisfont :

t—+00 t—+00

t t
1 1
lim sup;/M(—fz (x,7))dr <l < lim sup;/M(fx (x,7))dr
to to

(3.31)
En général, pour une norme donnée, pour déterminer la correspondante me-
sure matricielle est souvent difficile, est alors (3.31) est seulement de valeur
théorique. Cependant, pour la 1-norme, 2-norme, et oco-norme, les mesures
matricielles associées peuvent étre exactement calculées.(voir le Tableau. 2) .

La norme dans C" Le mesure matricielle dans C™"*"

Hx”1:é|‘ri’ M, (A)mex{@jj (T)Jr;!% (T)\}

lolly = ([ SShal® | M (A) = 4 A (4 4)

J7#

[l = maxfz;[ | Mo (A) = max {a (7) + 2 las; (T)|}

Tableau. 2

Remarque 3.2.5 Ici, A = (a;)) et Amax (E + A) indique la plus grande
valeur propre de A’ + A. Il convient de noter que, pour une matrice don-

née A, My (A) peut étre la plus petite, mais pour une autre matrice B,
M (B) (ou My (B)) peut étre la plus petite.

nxn ’

Théoréme 3.2.3 Les exposants de Lyapunov I, k = 1,2,...,n du systéeme
(3.4) satisfont:

a<l<p
telles que :
— lim sup % ftt max {—a;; (1) + > |a;; (7)|} dr,
t—+o00 oy
o =max{ —limsup } j;z max § —ag; (7) + Y |ay; (T)|} dr,

%thi%rso%p % ftf) Amin ([fx (ZC, T)], + fﬂﬁ (SC, T)) dr
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La matrice jacobienne est donnée par :

-1 0 0
J = 0 —1+1L+t 0
0 0 —1+ 2¢t

c’est une matrice diagonale, sa norme spectrale est 1, c’est-a-dire que M = 1.
La solution de

1+t

L = diag (-1 -1+ 5. —1+2e7") &
®(0)=1.

est donnée par :
® (t) = diag (—t , e~ tHn(1+1) ,e_t_267t>
Il s’en suit que les exposants de Lyapunov de (3.32) sont :
h=lh=I3=-1€[-M,M].
En utilisant le Théoréme.3.2.1, on peut aussi voir que :
—1=0L< <3< -1

Exemple3.2.2 Considérons le systéme:

0o g
dt ’
dy 1
—= = (1-— 3.33
dt ( 1+t)y’ (3:33)
d
d_j — (14272
on a :
-1 0 0
J=| 0 1-54 0
0 0 —1+4+27"

Le jacobien est une matrice diagonale, sa norme spectrale est 1, c’est-a-dire
que M = 1. La solution du systéme :

1+t

® = diag (-1,1— &, -1+2e") @
d0)=1.
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P ()\) ne dépend pas de (x,y, 2), il est donc continue dans R?, et les valeurs
propres de J'.J sont :

A1 =0.330, Ay =1, A3 =3.023

D’ou
1]l = v/ Amax (J'J) = V/3.023 = 1.7387
Donc
M = 1.7387
Alors :

—M <L <lLb<lZ3<M

Ce qui conforme aussi avec le Théoréme.3.2.1. D’autre part
Amax (J +J) = 1.23 et Apin (J' + J) = —1.96.

Donc :
—0.96 <[} <1y <13 <0.615

L’exemple suivant est légerement compliqué, nous comparons seulement
les résultats de calcul au Theoréeme.3.2.3 puisqu’on sait que les bornes déter-
minées dans le Theoréme.3.2.1 sont plus précises que ceux obtenues dans le
Théoréme.3.2.2.

Exemple3.2.4 Considérons le systéme de Réssler suivant:

T = —y+z,
= z+ay, (3.35)
z = b+z(r—rc).

Quand a = b = 0.2, ¢ = 5.7, le systéme (3.35) posséde un attracteur chao-
tique, et les exposants corrospondants (voir [10], [19]) sont :

I, = —5.391, Iy = 0, ls = 0.0714.
La matrice jacobienne de (3.35) est

J = 1 0.2 0
z 0 x—c¢
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Dans la quelle a = b= 0.2, ¢ = 5.7 sont utilisés. Les valeurs propres de J' +J
sont :

A = x—=5T7-— \/ (z—5.7)°+ (2 —1)°,
Ay = 04,

A3 = x—5.7+\/($—5.7)2+(z—1)2.

Par des intégrations numériques, on obtient :

¢
1
— lim sup —/ max ¢ —a;; (7) + Z la;; (7)| p dT = —7.6267,
to

t

1 /
%limsup ;/ Amin ([fz (2, 7)) + fo (z,7)) dr = —12.4419,

t—+00
to
t
1
— lim sup —/ max ¢ —a;; (7) + Z la;; (7)| p dT = —6.9871,
t—too t i vy
to
t
1
ltim iup ;/ mjax {—ajj (1) + Z |ai; (7’)]} dr = 2.2446,
B i
to

t

1 1
2 lim sup Z/ Amax ([fz (2, 7)) + fo (x,7)) dr = 1.6812,
t——+o00
to

t
) 1
1Ei&p Z/ max {an‘ (1) + Z la;; (7‘)|} dr = 2.7623.

i#£]
to

Alors
a=—6.9871, §=1.6812 (voir Théoréme.3.2.3)
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D’ou,
a<lp=-5391<l,=0<13=0.0714 < 3,

Ce qui est conforme avec le Théoréme.3.2.3.
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On cherche les conditions sur (a;), ;5 pour que 'inégalité (4.5) est satisfaite.
On a, pour tous (z,y) € R?:

0<cos’z<1

0< cos2y <1
—1 <sin2xsin2y <1

Ils deviennent :

—a2 — (apa4)° < (af —aj — (a2a4)2) cos’z < af (4.6)
—a3 — (a1a5)2 < (ag — a3 — (a1a5)2) cos’y < az (4.7)
— (a2a4)2 < ((a1a5)2 — (a2a4)2) cos®ycos® x < (a1a5)2 (4.8)

De méme :
Si ajasasas > 0 on a :

1
—§a1a2a4a5 < —§a1a2a4a5 sin 2z sin 2y < §a1a2a4a5 (4.9)

Si ajasasas < 0 on a :

1 1
501020405 < — 51020405 sin 2x sin 2y < —501020405 (4.10)

Par conséquent :
Si ajagagas > 0, et (4.6) + (4.7) + (4.8) + (4.9) implique :

—%a1a2a4a5 -3 (@204)2 - (Gla5)2 -1 f (33, y) (4 11)
f(zy) < al+dd+ad+ (aras)” + Ta1asa405 — 1 '

Si on suppose dans (4.11) que a? + a2 + a3 + (a1a5)” + Larazasas — 1 < 0,
I'inégalité (4.5) est satisfaite pour tous (z,y) € R?. C'est-a-dire que f (x,y) <
0,V (z,y) € R

Si ajasaqsas < 0, et (4.6) + (4.7) + (4.8) + (4.10) implique :

{ - (a1a5)2 + %a1a2a4a5 -3 (a2a432 —1< f(z,y) (4.12)
f ('1:7 y) S CL% + CLZ + a% + (a1a5> — %a1a2a4a5 —1

Si on suppose dans (4.12) que a? + a? + a} + (a1a5)* Jarasasas — 1 < 0,
I'inégalité (4.5) est satisfaite pour tous (x,y) € R?. C'est-a-dire que f (z,y) <
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0,V (z,y) € R% D’aprés ce qui précede : La condition (2) du systéme (4.3)est
satisfaite dans les cas suivants :

1) a1a20a405 > 0 et (I% + CL?I + (I% + (CL16L5)2 + %a1a2a4a5 —1<0.

2) ayasasas < 0 et a? + a? + a2 + (a1a5)2 — %a1a2a4a5 —1<0.

D’aprés ce qui précéde toutes les conditions pour 'existence des attrac-
teurs hyper-chaotiques sont :

1) a?—ai>0eta2—ai>0et ai+a2—2>0.

2) ayasagas > 0 et a? + a2 + a2 + (aqa5)” + sarasasa5 — 1 < 0.

3)  ayazasas < 0 et a? + a2 + a2 + (aqa5)” — sarasasa5 — 1 < 0.

1— L’inégalité oz—i-g < 1 nous aide a trouver numériquement les ensembles
chaotiques de I'application (4.2) dans I’espace des parametres de bifurcation,
en prenant le compliment de I’ensemble résultant.

2— Notez que la détermination des attracteurs chaotiques utilisant le
résultat ci-dessus n’est pas possible, si 'expression Api, ((h’ ()" (:C)) n’a

pas de borne inférieure. m

4.0.7 Classification basée sur le nombre de non-linéarités

Nous sommes seulement intéressésons a trouver les cas les plus simples de
lapplication (4.2). Les non-linéarités sont sinx, cosy, cos z et siny. La clas-
sification est basée sur le nombre de ces non-linéarités paru dans la formule
de lapplication (4.2) :

Une non-linéarité Il y a quatre cas avec une seule non-linéarité dans
un composant et les autres composantes sont constantes,

Deux non-linéarités Il y a six cas :

T ag + a1 Sinx +as cosy x Qo
— — .
Y as Y as + a4 COSX +as siny
T ag + a7 sinx T agp + aq sinx
— — ,
Y as + as siny Y a3 + a4 cosx
X Qg + ag COSy T Qg + ag COSy
— — .
Y as + as siny Y as + as siny
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Les trois premiéres cas et le dernier sont affiche également la dynamique
des polynomes. Ainsi, les cas les plus importants sont donnés par :

(az) B ( ap + aq s,'lnx> (4.13)

Y as + as siny

(a:)_)(ao%—agcosy) (4.14)
Y a3 + a4 cosx

Trois non-linéarités Il y a quatre cas :

T ao + a1 sinx +as cosy (4.15)
Yy as + as siny '
T ag + a1 sinx +ag cosy (4.16)
y as + ay cosx '
T Qg + Qg COSy (4 17)
Y a3 + a4 cosx +as siny '
T ag + aq sinx (4.18)
Y as + a4 cosx +as siny '

Quatre non-linéarités Il y a seulement le cas (4.2).

4.0.8 Observation de nouveaux attracteurs chaotiques

Il ya plusieurs facons possibles pour les systémes dynamiques pour faire
une transition du comportement régulier vers le chaos. Selon les diagrammes
de bifurcation par rapport & chaque paramétre, on peut observer les régions
chaotiques pour le systéme (4.2), et cet effet permet de trouver les attracteurs
chaotiques correspondants possibles. On illustrera quelques attracteurs chao-
tique nouvellement observés, avec quelques autres phénomeénes dynamiques.
De notre expérience numérique, on observe que ces nouveaux attracteurs
chaotiques montrés dans les Figures 4.1 — 4.7 persistent pour des valeurs pe-
tites de leurs parametres de bifurcation (a;)o<;<5 et il parait que leur orien-
tation dépend essentiellement du signe de ces parameétres. La périodicité de
ces attracteurs peut considérer dans le calcul de la puissance de spectre des
séries de temps.
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F1c. 4.1 -Un nouveau chaotique attracteur obtenu a partir du systéme(4.15)

Lag = 10, a; = 4.0,@3 = 0.0,@5 =-3.0

pour

F1G. 4.2 —Un nouveau chaotique attracteur obtenu a partir du systteme

(4.15) pour : ag

-3.0

—20, as = 10, a4 = OO, as =

—20, a; = —1.0,&2 =
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5 4 a3 2 1 0 1
x

F1G. 4.3 —Un nouveau chaotique attracteur obtenu a partir du systtéeme
(4.16) pour : ag = 2.0,a; = 1.0,a3 = 2.0,a3=1.0,a4 = 3.0,a5=0.0

Fig. 4.4 —Un nouveau chaotique attracteur obtenu a partir du systtéme
(417)pour:a= 20,a,=0:0ap= 20;a3=0:0,a4= 30a5= 1.0
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Fig. 4.5 —Un nouveau chaotique attracteur obtenu a partir du systéme
(4:18)pour:ap= 20,a,= 40,a=0:0,a3=0:0a4= 30a5= 10

Fig. 4.6-UnnouveauchaotiqueattracteurobtenuapartirdusystEme  (4:2)
pour:a = 20, &= 40a=2:0a=0:0a= 30a= 10
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Fig. 4.7-UnnouveauchaotiqueattracteurobtenuapartirdusystEme  (4:2)
pour:a;=0:0; & =1:0;a,=2:0;a3=0:0;as = 3:0;as= 10
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Conclusion

Les exposants de Lyapunov jouent un roéle trés important pour décrire
le comportement des systémes dynamiques (discrets et continus). Dans ce
mémoire, nous donnons une idée générale sur les exposants de Lyapunov
et ces estimations puis nous considérons une approche basée sur la notion
d’exposants de Lyapunov pour décrire le comportement dynamiques de ces
systémes et les conditions sur les parameétres du bifurcations pour I'existence
d’attracteurs.
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